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RESUMO 
O ensino da Geometria a nível mundial esteve em constantes mudanças, as 
quais influíram na forma de ensinar neste ramo da Matemática. Esta 
disciplina na escola angolana, constitui um esboço essencial para a 
organização do currículum matemático, e como linha directriz, aparece no 
ensino da Matemática do primário até o nível médio, quer dizer, este ensino 
passa por várias etapas da intuitiva até a racional. Este critério de 
organização está bastante generalizado no mundo e responde às 
características psicológicas pelas que transita da infância até sua 
adolescência. Pode-se constatar por distintas vias como: observação a aulas, 
provas de ingresso ao Educação Superior, provas parciais e exames finais; 
bem como pela experiência dos autores no processo de ensino-aprendizagem 
da disciplina, onde foi possível identificar dificuldades na apropriação do 
conteúdo geométrico e uma falta de relação interdisciplinária. Este trabalho 
aborda a relação interdisciplinária entre as disciplinas de Geometria Superior 
e Geometria Diferencial que se lecionam no curso de Licenciatura em 
Ciências da Educação, opção Matemática no Instituto Superior de Ciências da 
Educação. O mesmo pode contribuir a obter uma melhor motivação para a 
disciplina e por onde obter uma melhor assimilação dos conteúdos 
geométricos. 
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FROM V POSTULATED TO THE GEOMETRY OF THE LOBATCHEVSKI 
ABSTRACT 
The teaching of Geometry worldwide has been in constant changes, which 
influenced the way to teach this branch of Mathematics. This discipline in the 
Angolan school, constitutes an essential sketch for the organization of the 
mathematical curriculum, and as guideline, appears in the teaching of 
Mathematics from primary to middle level, that is, this teaching goes through 
several stages from intuitive to rational. This criterion of organization is quite 
generalized in the world and responds to the psychological characteristics 
through which the boy transits until his adolescence. It could be verified by 
different ways such as: observation to classes, entrance exams to Higher 
Education, partial exams and final exams; as well as the authors' experience 
in the teaching-learning process of the discipline, that there are difficulties in 
the appropriation of the geometric content and a lack of interdisciplinary 
relation. The paper deals with the interdisciplinary relationship between the 
disciplines of Higher Geometry and Differential Geometry that are divided in 
the Degree in Educational Sciences, Mathematics option of the Higher 
Institute of Educational Sciences. The same can contribute to obtain a better 
motivation for the discipline and to obtain a better assimilation of the 
geometric contents. 
KEYWORDS: Teaching of Geometry, Interdisciplinarity, Differential 
Geometry, Superior Geometry. 
 
INTRODUÇÃO 
Como resultado da Revolução Científico-Técnica, a ciência, e em particular a 
Matemática, penetra cada vez com maior rapidez em quase todos os 
domínios sociais; dai que, a educação é chamada a preparar os homens para 
que sejam capazes de enfrentar-se às exigências da sociedade. Portanto, a 
Educação Superior tem como tarefa principal a de preparar o homem que 
seja capaz de formar-se como especialista durante toda sua vida, quer dizer, 
preparar ao estudante para que possa enfrentar problemas que agora não 
existem, mas que ocorrerão no futuro. 
Para resolver esta tarefa, deve-se modelar de uma forma totalmente distinta 
o processo de ensino-aprendizagem na Educação Superior, para isso, pode-
se apoiar nas últimas descobertas das ciências relacionadas com este 
processo, entre as que se encontram a psicologia, a pedagogia, a 
cibernética, a lógica, a sociologia e outras, e também aproveitar ao máximo 
os adiantamentos destas para organizar e dirigir adequadamente o processo 
docente-educativo.  
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O ensino da Geometria a nível mundial esteve em constantes mudanças a 
partir dos finais do século XIX, os quais influíram na forma de ensinar este 
ramo da Matemática. Se fizermos uma breve historia da Educação 
Matemática pode-se dizer que a começos do século XX teve lugar um 
movimento de renovação, devido ao interesse  despertado pela prestigiosa 
figura do grande matemático alemão Felix Klein, com  seus projetos de 
renovação no Ensino Médio e com  suas famosas  lições sobre geometria 
elementar do  ponto de vista superior (1908), mas é na década do 50 
quando começa a chamada "Revolução em Matemática" (Estrada, 1997).   
A Geometria na escola angolana, constitui um esboço essencial para a 
organização do currículum matemático, e como linha directriz, aparece nos 
níveis de ensino fundamental e ensino médio, quer dizer, este ensino passa 
por várias etapas da intuitiva até a racional. Este critério de organização está 
bastante generalizado no mundo e responde às características psicológicas 
pelas que transita o menino até sua adolescência. 
No Curso de Licenciatura em Ciências da Educação, opção Matemática que se 
estuda em Instituto Superior de Ciências da Educação na província do 
Huambo, pode-se constatar por distintas vias como: observação as aulas, 
provas de ingresso à Educação Superior, provas parciais e exames finais; 
assim como a experiência dos autores na leccionação da disciplina, que 
existem dificuldades na apropriação do conteúdo geométrico e uma falta de 
relação interdisciplinaria. 
Precisamente, no trabalho se apresenta um material que pode servir de 
apoio para o estudo do tema relativo às Geometrias Não Euclidianas, que se 
leccionam na disciplina Geometria Superior e sua vinculação com os 
conteúdos geométricos que se leccionam na disciplina Geometria Diferencial, 
onde se faz um estudo do problema do V Postulado e as principais tentativas 
de "demonstração"; analisamos algumas proposições equivalentes a este e 
resultados importantes que fundamentam a Geometria do Lobatchevski e a 
não contradição da mesma. 
DESENVOLVIMENTO 
Segundo Álvarez (2004) a interdisciplinariedad, entendida como “a relação 
de cada disciplina com o objecto e entre elas. A relação constitutiva de um 
objecto específico e próprio de todas elas. Um ínter objecto que constitui um 
conteúdo substancial em seu desenvolvimento histórico em certos âmbitos 
científicos…” foi definida historicamente atendendo à intenção de reunificar o 
saber, ou a necessidade de investigar multilateralmente determinadas áreas 
da realidade, e nos últimos anos tomou maior transcendência pela crescente 
complexidade dos problemas que se apresentam e por sua provada eficácia 
na busca de soluções práticas. 
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Neste contexto, o conceito de “relação interdisciplinaria” que se emprega 
abrange não só os elos que se podem estabelecer entre os sistemas de 
conhecimentos de uma disciplina e outra, mas também aqueles vínculos que 
podem criar entre os modos de actuação, forma de pensar, qualidades, 
valores e pontos de vista que potencializam as diferentes disciplinas ou 
disciplinas.  
No trabalho mostra-se a relação que se pode estabelecer entre as disciplinas 
Geometria Superior que se lecciona no segundo ano e a disciplina Geometria 
Diferencial que se lecciona no terceiro ano da carreira de Licenciatura em 
Ciências da Educação, opção Matemática, no ISCED do Huambo. 
Na disciplina Geometria Superior se o relativo a fundamentação da 
Geometria Euclideana e um tema relativo às Geometrias não Euclideanas 
onde se mostra como surge e se desenvolve este ramo da Matemática pelo 
que se propõem algumas ideia sobre a mesma e como com ajuda da 
Geometria Diferencial é possível demonstrar a não contradição da mesma.  
O PROBLEMA DO V POSTULADO. TENTATIVAS POR DEMONSTRÁ-LO 
O problema consistia em que os matemáticos se deram à tarefa de provar 
que este postulado era um teorema, quer dizer, que era demonstrável a 
partir dos restantes postulados e axiomas. 
Desde o Euclides até fins do século XIX o problema do V Postulado era um 
dos mais populares da Geometria. Durante mais de vinte séculos se 
propuseram muitas "demonstrações" diferentes de dito postulado. Todas 
eram, entretanto, equívocas. Pelo comum seus autores utilizavam em sortes 
demonstrações, sem dar-se conta uma proposição equivalente ao famoso 
postulado. Tais análise não alcançaram a meta proposta, já que o problema 
era liberar a teoria euclidiana desse postulado "especial". 
Embora as "demonstrações" do V Postulado não foram válidas, sim se 
obtiveram resultados positivos, como por exemplo, formularam-se 
proposições equivalentes ao V Postulado e com os intentos por demonstrar 
este famoso postulado se obteve ao início do século XIX a chamada 
Geometria do Lobatchevski. 
SURGIMENTO DA GEOMETRIA DO LOBATCHEVSKI 
O ponto de partida das investigações do Lobatchevski sobre a Geometria foi 
o axioma das paralelas do Euclides, supôs que o V Postulado não se cumpriu, 
conservou os restantes postulados e substituiu o axioma das paralelas por 
sua negação. 
Em síntese, os resultados obtidos pelo Lobatchevski podem resumir-se da 
seguinte forma: 
1. O axioma das paralelas não é uma consequência dos restantes axiomas da 
Geometria Euclidiana, ou seja, é independente deles. 
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2. O V Postulado não é uma consequência dos restantes postulados, porque 
ao lado da Geometria do Euclides onde sim se cumpre, existe outra, A 
Geometria não-Euclidiana na qual não se cumpre. 
Lobatchevski desenvolveu a Geometria não-Euclidiana até o nível da do 
Euclides, entretanto, nunca pôde provar a consistência lógica de sua 
Geometria, quer dizer, não pôde provar a não contradição de dita Geometria. 
O compreendeu de maneira profunda a relação entre a Geometria do 
Euclides e seu "Geometria Imaginária", ambas as som logicamente não 
contraditórias, agora bem, o problema de qual destas Geometria 
corresponde mais às propriedades do espaço real, é algo que deve decidir-se 
experimentalmente e Lobatchevski tentou verificar se nosso espaço se rege 
pela Geometria não-Euclidiana.  
Não obstante a todos os esforços do Lobatchevski por provar a não 
contradição de sua geometria, esta resolve depois de sua morte e o primeiro 
em fazê-lo foi Eugenio Beltrami. 
SOBRE A NÃO CONTRADIÇÃO DA GEOMETRIA DO LOBATCHEVSKI 
Lobatchevski em 1835 publicou em sua obra "Geometria Imaginária" que a 
existência do axioma das paralelas se pode deduzir à questão sobre a 
veracidade das relações hiperbólicas. Mais tarde em 1840, F. Minding, 
professor da Universidade do Tartu (Durpat)  estudou  as superfícies de  
curvatura  gaussiana constante; em particular estudou a superfície de 
revolução da travtriz, cuja equação é: 
y = ±  
x
xaa
lnaxa
22
22 
  
provando que a curvatura desta superfície é k=
2
a
1
  , provando que a 
curvatura desta superfície É daqui que a esta superfície lhe denomine 
seudoesfera. E deduziu as fórmulas da trigonometria dos triângulos 
geodésicos sobre a superfície de curvatura constante negativa, que não é 
mais que a trigonometria hiperbólica. Desta estes forma dois matemáticos, 
não se precaveram que a Geometria Interior da seudoesfera é isomorfa a 
planimetría do Lobatchevski. 
 
Precisamente, neste trabalho se expõe este isomorfismo e as idéias do 
Eugenio Beltrami (1835-1900) para resolver o problema da não contradição 
da Geometrias não-Euclideana. 
Para a solução deste problema, deve-se apoiar na Geometria Interior de 
superfícies, conceito introduzido pelo Gauss em 1824, a qual a podemos 
definir da seguinte forma: 
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"É a parte da Geometria que se ocupa daquelas propriedades de superfícies e 
figuras sobre quão mesmas dependem somente das longitudes das curvas 
sobre a superfície." 
Tratando-se de superfícies regulares, podemos dizer que a Geometria 
Interior destas estuda as propriedades de superfícies e figuras sobre as 
mesmas determinadas pela Primeira Forma Quadrática Fundamental (PFCF), 
contido que se aborda na disciplina Geometria Diferencial. A partir desta 
PFCF, é possível calcular a longitude de uma curva sobre a superfície, o 
ângulo que formam duas curvas sobre a superfície e a área de uma região 
sobre a superfície. Dita PFCF tem a forma: 
ds 2  = E du 2  + 2F dudv + G dv 2     (1) 
 
E como já se expôs a partir desta forma se obtém: 
 
2222
vGvuF2uE.GdvFdudv2Edu
vGdv)udvvdu(FvEdu
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         (2) 
 


 dudv)FEG(        (3) 
 
quer dizer, o ângulo entre duas curvas e a área de uma região sobre a 
superfície. 
Estas mesmas fórmulas servem para quando a superfície seja o plano 
euclidiano, por conseguinte a métrica do plano euclidiano em cada sistema 
de coordenadas se determina pela PFCF o qual, por esta razão se chama 
métrica. A partir destes resultados surgiu a pergunta: 
Existirá no plano do Lobatchevski uma métrica determinada por certa forma 
diferencial quadrática?. 
A resposta a esta pergunta é afirmativa, quer dizer, sim existe no plano do 
Lobatchevski uma métrica determinada por certa forma diferencial 
quadrática. Neste trabalho não se faz referência às deduções para obter 
sorte forma diferencial, nem às fórmulas que se obtém no plano do 
Lobatchevski. 
Quando se determinam as fórmulas para encontrar o ângulo entre duas 
linhas e a área de uma região sobre o plano do Lobatchevski, suas formas 
são análogas às do plano euclidiano (2 e 3), mas em coordenadas 
beltramianas. Logo depois de obter estas fórmulas se pode expor a 
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pergunta: Existirá no espaço euclidiano certa superfície que tenha como 
Geometria Interior a planimetría do Lobatchevski? 
Já se conhece que a métrica de uma superfície a determina a PFCF, mas se 
se considera sobre a superfície coordenadas distintas, então as formas 
métricas serão distintas, mas se se podem transformar mediante 
transformações de coordenadas sobre esta superfície, então se diz que estas 
formas métricas são equivalentes. 
Se as formas métricas das superfícies são iguais, então podemos dizer que 
as superfícies são isométricas, quer dizer, podemos definir superfície 
isométricas da seguinte forma: As superfícies F1 e F2 se chamam isométricas 
se existir uma aplicação injectiva da superfície F1 sobre a superfície F2 tal 
que as curvas correspondentes destas superfícies tenham igual longitude. 
Portanto para superfícies isométricas, todas as propriedades das superfícies 
que possam revelar-se mediante as medições que se efectuam sobre ela, 
resultam iguais. Logo podemos dizer que as superfícies isométricas têm uma 
Geometria Interior comum. 
Logo é possível construir infinitas superfícies diferentes que tenham a 
mesma Geometria Interior. Intuitivamente pode ver-se isto, tomando um 
material elástico e deformando a superfície dada sem que acha ruptura ou 
dobras e portanto se obtém uma superfície com a mesma Geometria 
Interior. Como já vimos as formas métricas do plano do Lobatchevski e a do 
plano euclidiano são em forma semelhantes e segundo o exposto até agora, 
o problema se reduz a encontrar uma superfície no espaço euclidiano que 
seja isométrica com o plano do Lobatchevski. 
Foi aqui onde Beltrami expôs em sua obra "Experiência da interpretação da 
Geometria não-Euclideana" (1868), os dois problemas seguintes: 
1. Achar uma superfície, para cada ponto da qual existe entorno isométrico 
respeito a certo domínio do plano do Lobatchevski. Quer dizer, que exista a 
superfície e se verifique a Geometria do plano do Lobatchevski de forma 
"local" sobre esta superfície. 
2. Achar uma superfície que admita sua aplicação isométrica sobre tudo o 
plano do Lobatchevski. Quer dizer, que exista a superfície e se verifique toda 
a Geometria de plano do Lobatchevski sobre esta superfície. 
A solução do segundo problema conduziria diretamente à consistência lógica 
do sistema não euclidiano bidimensional. Beltrami resolveu o primeiro, mas 
ao segundo não pôde lhe dar resposta. Mais tarde, Hilbert demonstrou no 
ano 1901, que no espaço do Euclides não existe uma superfície que tenha a 
propriedade requerida, quer dizer, não existe superfície analítica de 
curvatura constante negativa que não tenha singularidades em nenhuma 
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parte e que seja em todas partes regular. Por isso, levar a cabo uma 
interpretação do tipo Beltrami em todo o plano do Lobatchevski é impossível. 
Do trabalho feito pelo Beltrami se pôde concluir que: 
 Quaisquer que sejam duas superfícies de uma mesma curvatura 
constante, cada porção suficientemente pequena de qualquer delas 
pode ser aplicada isométricamente, sobre certa porção da outra. 
 Duas superfícies de curvatura constante igual localmente têm 
Geometria Interior igual. 
A pesar que Beltrami não resolveu o segundo problema suas investigações 
revestiram uma grande importância de princípio. Primeiro, uma realização 
parcial da planimetría do Lobatchevski no espaço euclidiano trocou a atitude 
cética dos geômetras ante as obras do Lobatchevski. Portanto, suas 
investigações jogaram um papel importante no desenvolvimento geral da 
ciência. Segundo, graças a seus estudos, a planimetría do Euclides, a 
Geometria do Lobatchevski e a Geometria do Riemann resultaram unidas em 
um esquema geométrico diferencial general. Todos estes sistemas 
geométricos se realizam sobre uma superfície de curvatura constante k e 
correspondem aos casos k=0, k<0 e k>0. Aqui se percebe a transformação 
da quantidade em qualidade. Uma pequena variação ao redor de 0 da 
quantidade k faz passar de um espaço esférico a um espaço euclidiano ou do 
Lobatchevski, quer dizer, de um espaço no que duas retas não são jamais 
paralelas, a um onde se podem riscar por um ponto uma infinidade de 
paralelas a uma reta dada.  
CONCLUSÃO 
O surgimento das Geometrias não-Euclidianas foi um dos descobrimentos 
que não só assombrou aos contemporâneos, mas também às seguintes 
gerações, a uns pelo excepcionalmente inesperado dos resultados e a outros 
pelo profundo entusiasmo e sacrifício dedicado à investigação incessante e o 
grau de independência e audácia no pensamento criador. 
O trabalho pode servir de ajuda a professores e estudantes que estudam a 
Licenciatura em Ciências da Educação, opção Matemática em seu estudo 
destas duas disciplinas e contribuir com a relação interdisciplinaria na 
carreira. 
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